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Epreuve de mathématiques I
Correction
EXERCICE
Un peu de probabilités

1
1. Pour tout n € N, la fonction g, est continue sur [0, +o0] et g,(z) = (—2>, donc g, est
0o \ T

intégrable sur [0, +o0|.

2. 2.1 ATlaide d’une intégration par parties, on obtient :

Quand a tend vers +oco, on obtient
n+2=(n+1)l,. (1)
2.2 La fonction densité de la loi normale centrée-réduite est définie sur R par :

o) = = e (—5) |

+oo +oo
Comme il s’agit d"une densité, alors f(z)dz = 2 / f(z)dz = 1, par consé-
0

—00

quent

[

Iy =+2x +Oof(x)dx: \/g
0

+o0 2 22\
2.3 Il est clair que [; = / T exp (T) dr = [— exp (TH = 1. Par I'égalité (1),
0 0
ona:

eSin=2p,peN,

(2p)! =
Lp=(2p—1)(2p—23)..3x1x I = 7 \/; )

eSin=2p+1,peN,

]2p+1 = (2p)(2p — 2)4 X2 x I = 2pp'
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+o0 +o00
3. 3.1 g est une fonction continue positive sur R et / g(x)dr = / g1(z)dx = 1. Donc
—o0 0

g est une densité de probabilité.

3.2 Soit n € N. La fonction z — z"g(z) est nulle sur | — oo, 0] et coincide avec g, sur
“+o0o
[0, +00[, donc E(X) = / rg(r)dr et V(X) = E(X?) — E(X)? existent. Avec

et en utilisant (2)

V(X):Iz—lf:\/g—l.

33 Siz <0,G(x) =p(Y <z)=0carY prend que des valeurs positives.
Siz > 0, alors

0 sizx <0
"(z) = 1 1 —
Ainsi la variable aléatoire Y suit une loi exponentielle de parametre 5 bar consé-
1
quent E(Y) =+ =2etV(Y) = = 4.

(3

PROBLEME

Etude d"une équation aux dérivées partielles
Premiére partie : Quelques résultats préliminaires utiles

1.1 Noyau de DIRICHLET
111V € R, —0 € Ret D,(—0) = » " = > ¢! = D,(6). Donc D, est 2-

k=—n l=n

périodique.

1.1.2 Par linéarité de l'intégrale, on a :

/: D, (0)d0 = i /: e*0dh = /7; df = 2r. (3)

k=—n
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n
1.1.3 Si # € R\27Z, alors ¢ # 1. Z ¢'* est la somme de 2n + 1 termes consécutifs d’une
-
suite géométrique de raison e # 1, le premier étant e~""?. Ainsi :
S0 _ ei*50 sin ((2n 4 1) %)

n _ i(2n+1)6 i2ntly
Zeika _ —ind l—e _ g€ * € _
- . - ) ) ) - N
1— et e's e~i5 — i3 sin (g)

—-n

Si 6 € 277, alors Z et = Z 1=2n+1.

k=—n k=—n

1.2 Quelques propriétés des éléments de %, (R, C)
1.2.1 La fonction f étant continue sur le segment [0, 27|, donc elle est bornée sur ce seg-

ment :
M > 0/Vz € [0,2x], |f(z)] < M.
Siy € R,ilexistex € [0,27]etn € Ztels quey = z+2nmetdonc |f(y)| = | f(z+2n7)|
|f(z)] < M. Ainsi f est bornée sur R.
1.2.2 Par CHASLES, on a :
™ a+m

/aa+7r g(t)dt = /(17r g(t)dt + /_7r g(t)dt + /7r g(t)dt.

—T

—T

D’autre part,

- +7
D’ou
a+m ™
| atar= [ gae @
1.3 Lemme de LEBESGUE
Montrons le résultat général suivant : Soit (a,b) € R* tel que a < bet f : [a,b] — C une

fonction continue par morceaux. Alors

b
lim / f(t)e?tdt = 0.

A——+00

La propriété est claire si f = 1, puisque:

b
/ ei’\tdt‘ =|—
a

Dong, par linéarité et la relation de CHASLES, la propriété est vraie pour toutes les fonc-

S_

tions en escalier sur [a, b].
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Soit maintenant f : [a, b] — C continue par morceaux, alors pour tout ¢ > 0, il existe ¢ en
escalier sur [a, b] tel que

On a alors, pour tout réel A > 0:

=] < [0 - vl < 0

d’autre part, il existe A\ > 0 tel que VA > A\pona:

/a b p(t)e™

SKWWWWWQ+

<e.

On obtient ainsi, VA > A,

/abgo(t)emdt‘ < (14 (b—a))e

t)emdt‘

ce qui preuve que

b
: OVEPE
/\ETOO/C; f(t)erdt =0
b

De méme on a Alim f(t)e™™dt = 0. Donc si f : [a,b] — R est une fonction continue
—+00 a

par morceaux, alors

b b

AETOO/Q f(t) cos Atdt = Al_l}ff@/a f(t)sin Atdt = 0.
b

En particulier, lim J,(h) = lim h(t) sin <(2n +1) 2) dt = 0.

n—o00 n—-+00 a

Deuxiéme partie
Convergence ponctuelle de la série de FOURIER
d’un élément de €, (R,C), k > 2

2.1 Quelques propriétés des coefficients de Fourier
2.1.1 Soit f € €, (R,C) et n € Z, donc f est bornée par un certain M > 0, donc

M i
IMMS%/fﬁM.

Donc la famille (¢, (f)),,o;, est bornée.

2.1.2 Une intégration par parties fournit, pour tout n € Z,

n 27T / f —zntdt [f znt / f —zntdt chn (f) (5)

2.1.3 On a, d’apres la question précédente (5),
cn(f") = incy(f') = in(inc,(f) = —nc,(f). (6)

CNC 2019 4 /10 M.TARQI



CONCOURS NATIONAL COMMUN - SESSION 2019 - FILIERE MP

2.2 Convergence normale de la série de fonctions Z u,(f) pour f € €2 (R, C)
neN

1 M
2.2.1 Ona, d’apreés (6), |c.(f)| = —lea(f")] < , olt M est un majorant de ¢, (f"). La série
n

1
E —; étant convergente, donc la famllle (cn( f)nez est sommable.
n
neN*

222 VreR,ona:
[un () (@) < lealf)] + le—nlf)]

Le terme majorant ( ne dépend pas x ) définit une série numérique convergente, donc

la série de fonctions E u,(f) converge normalement sur R.
neN

2.3 Convergence ponctuelle de la série Z u,(f) pour f € €, (R,C) : Théoréme de DIRI-

CHLET e
2.3.1 Ona
Su(£) (@) =D ur(f)(x) = o)) (@) + D> (™ + cp(fe ™ =D cr(f)e™

Vn € N, Vo € R, on peut écrire :

n

5000 =Y atne =3 [Csoerea= o [ b - na

k=—n k=—n""

2.3.2 Posons u = x — t, donc

5.00@ = 5 [ fOD =t = o [ je—iDsae = 5 [ pe—up

La derniere égalité découle de (4)

233 Soitn € Netx € R,ona f(zr) = — / f(x t)dt d’apres (3). D'out :
SuPE@) -~ 1@ = o [ (=0~ f)Daoa,
= L - D)
™) . sin (5)
1 [ , t . .
234 OnasS,(f)(x)—f(x) = %/ g(t) sin <(2n +1) <§>) dt. Il est clair que g, est conti-
nue sur [—m, 7]\{0}, Comme_rgpport de deux fonctions continues, de plus
tiﬁl?¢og o) = _QP—I}S e 7?15_ 1) suilé = —2f(@) = 9:(0).

D’ot la continuité de g, sur [, 7.
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g» est une fonction continue par morceaux sur [ 7, | (elle admet une limite en 0), le
lemme de LEBESGUE indique que 1’ mtegrale — / gz(t) sin ((Qn +1) <;)) dt a une

limite nulle quand n tend vers l'infini. Autrement dit hm Sn(f)(z) = f(z) et ceci pour

tout z € R. Cela montre que la série de fonctions Z u,(f) converge simplement sur R

neN
vers la fonction f.

2.4 On sait que la série de Fourier de f, Z u,(f) est normalement convergente sur R ( la
n=0
question ), donc uniformément et simplement convergente sur R. Posons g = Z U (f)

n=0
o)

D’apres le théoreme de Dirichlet, g coincide avec f en tout point  de R. Ainsi Z un(f)

n=0
converge normalement R vers f

Troisiéme partie
Application a I’étude d’une équation aux dérivées partielles

3.1 Une équation de sommabilité

3.1.1 Utilisons I'inégalité de Cauchy Schwartz, pour toutn € N,on a:

1 1
> Rlal= 3 kglak’13< 2 ’f)( 2 %>

k=—n,k£0 k=—n,k£0 k=—n,k£0 k=—n,k£0

o ) (58]
k=—n k=0 k=1

Le terme a droite admet une limite finie quand n tend vers 1'infini, donc la famille
(n*a,)nez est sommable. Par passage a la limite dans 1'inégalité précédente, on obtient

I'inégalité en question :
%
— 1
k=1

Zkzlakl <V2 <Z k%ﬁ)
o e ) 1
3.1.2 D’apres la condition nécessaire de convergence, lim n°a, = 0,donca, = o

N |=

kEZ keZ

n—+oo ioo n2
donc par comparaison la famille (a,),cz est sommable. D’autre part, en utilisant ue
autre fois I'inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient :

ka! Z(Ma_k) |ak1<(2 k2|ak|> (Z)

k=—n

Le terme a droite admet une limité finie quand n tend vers l'infini, car les deux fa-
milles (a,)nez et (na,)nez sont sommables, donc la famille (nay,),cz est aussi som-
mable.
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3.2 Construction d’un élément de ;. (R, C)

3.2.1

322

3.23

324

3.3 Exi
3.3.1

Pour tout z € R, | f.(2)| < |an| + |a_,| et la série Z (lan| + la—n|) = Z la,| converge,
neN nez

donc la série Z fn converge normalement sur R.

neN
Les fonctions f,, sont 2r-périodiques et la convergence simple conserve la périodicité,
donc f est 2m-périodique.
D’autre part les fonctions f, sont continues sur R et la convergence uniforme ( la
convergence normale entraine la convergence uniforme) conserve la continuité, donc
f est continue sur R.

Soit n € N fixé. Pour tout x € [—m, 7], on pose f(z)e "™ = iuk(m) avec ug(x) =
(akeikx + a_ke_ik””) e ™ Ona, =

|ur ()] < lag] + |a—].
Cette inégalité montre que la série de fonctions Z uy, converge uniformément sur le

keN
segment [—, 7|, d’ol1 la possibilité d’intégrer terme a terme :

/7r f(z)e ™ dx = Z /7r (axe™ + a_ge ™) e dy
o k=0 Y~
= Z/ (akei(k*n)z _i_aikefi(kJrn)z) dr
k=0 "~

= 27a,.
D’ou
f(z)e " dzx = 2ra,. (7)
Les fonctions f, sont des fonctions de classe ¥ sur R et Vo € R, f/(x) = —n*f,(z).

Donc |f/(x)] < n*(|a,| + |a_,|, le terme majorant définit une série numérique conver-

gente, car la famille (n2an)nez est sommable, donc la série Z [/ converge normale-
neN

ment et donc uniformément sur R, par le théoreme du cours, f est de classe €? sur

R,etVz € R,

f'(x) == 0t fal).
n=0
stence d'une solution du probléeme
Vn € N,V(z,t) € R*, ona:

|wn (2, )] = [fn(2)] < lan| + o]

DOIIC, comme précédemment, la série E wy, converge normalement sur RQ.
neN
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3.3.2 Les fonctions w,, sont continues sur R?, la série Z w,, converge uniformément sur
neN

R?, donc la fonction somme w est continue sur R2.
Soit ¢ € R fixé. Les fonctions  — wy(z,t) = f,(z)e ™" sont 2m-périodiques car les
fn le sont, donc = — w(x, t) est 2r-périodique car la convergence simple conserve la
périodicité.

3.3.3 Soit z € R fixé. Les fonctions ¢ — wy(z,t) = fu(z)e ™" sont dérivables sur R, les
dérivées sont données par :

ow,,

W(x, t) = —iann(x, t)

De plus

a@t (z, t)‘ < n?|w,(z,t)| < n*(|an| +|a_n|), d’aprés 'hypothese sur la famille

£ Wn
(@n)nez, la série E W(x’ .) converge normalement sur R. Donc on peut conclure

neN
que w admet une dérivée partielle par rapport a ¢, et que

ow —
E(m,t) = —znz:%n wy(x,t).

I Owy, : . -
Les applications (z,t) — W(m,t) = —in*wy(z,t) sont continues sur R?, la série
owy, ow .
Z 5 converge normalement sur R?, donc (z,t) E@’ t) est continue sur R”.

neR2
3.3.4 Soit t € R fixé. Les fonctions z — wy(z,t) = fu(z)e ™" sont dérivables sur R, les
dérivées sont données par :

ow,,

z,t) = in(a,e™ — a_ne
Or t . l

—inx\  —in3t
Je

De plus %(I, t) < n(|ay| + |a_y|), d’apres la question 3.1.2, la famille (nay,) ez est
T

. . ow
sommable, on en déduit que la série E a—n converge normalement sur R*. Donc on
T

neN
peut conclure que w admet une dérivée partielle par rapport a z, et que

ow = ina —inz\_ —in?t
—(x,t) =1 n(a, e —a_ne e .
(x,t) =i n( )

n=0

ow ow
Les applications (z,t) — ——(x,t) sont continues sur R?, la série —" converge
pp (2,1) = — = (a,1) n% o g

owy, :
normalement sur R?, donc (z,t) a—(x, t) est continue sur R?.
x

a—: (z,t) est de classe ¢ sur R et que

De la méme fagon on montre que x —

*w
an _an _Zn
w( gnan +a_,e :—Enwnxt

n=0
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3.3.5 La fonction w vérifie les propriétés suivantes :
o Vt € R, z — w(z,t) est 2r-périodique,

w Pw | Ow )
e les dérivées partielles — 9 Dt et e existent et sont continues sur R7,
x
o V(z,t) € R?,
azw aw ’L’I’LI‘ —inx 7177,2
a2(9515)—% at(yct E n*(ane™ + a_p,e” " )e "

n=0

==Y nPwy(z,t) + (—zannxt>

o w(z,0)= f(x).
Donc w est bien solution du probléme posé.

3.4 Unicité de la solution du probleme

. 0 ,
3.4.1 La fonction (z,t) — v(z,t)e” """ admet une dérivée partielle (z,t) — a—j(m, t)e " qui

est continue sur R? et donc bornée sur tout compact de la forme [—, 7] X [, a] (o >
0), donc d’apres le théoreme de dérivation de fonctions définies par une intégrale, la
fonction b, est de classe €' sur RetVt € R,

Bt = — ‘3: (z,t)e" M dz
/l; 82 —inx
= — i —(x,t)e""™dx
i 81} —inx " 31} —inx
= — {%(x,t)e }_ﬂ i —(x,t)e " dx
- _ n [ ( t) —z'm:yr _ in2 " ( t) —inmd _ _in2 " ( t) —im:d
=~ [v(@,t)e e _va, e T= =0 _ﬂvx, e T
= —in?b, (1)

Donc b, vérifie I'équation différentielle 3’ + in’y = 0.
Par définition, on a :

1 [ , 1 [ -
b, (0) = —/ v(x,0)e”"dr = 2—/ f(z)e ™ dx = a,,.
™ —T

2 J_.

La derniere égalité est une conséquence de (7).

3.4.2 La solution de I'équation différentielle y/ + in*y = 0 est de la forme y(t) = PERRRY:
comme b,, vérifie 'équation différentielle et b,,(0) = a,,, alors par unicité on a

VteR, b,(t) = bn(o)e—m% — a,e" "t
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3.4.3

Pour tout (z,t) € R? et toutn € N,on a
'Un($, t) — ane—in%einx + aine—in%e—inaz — (aneinx + a,ne_i”x) B_in%,
D'ou:
(@, )] < |an| + [a—nl.

Cette inégalité montre la convergence normale de la série de fonctions Z v,, sur R%,
neN
Par hypothese, V¢ € R, la fonction = +— v(z,t) est un élément de %, (R, C), donc sa

série de Fourier Z (b (t)e™ + b_y(t)e ") = Z v, (z,t) converge normalement sur
neN neN
R vers x — v(z,t) (la question 2.4 ), d’otx:

V(z,t) € R?, o(z,t) = Zvn(a:,t).

mnx

Et comme v, (z,t) = (a,e™ + a_,e”") e~ — £ (2)e % alors

Y(@,t) €R: vz, t) = v(w,t) =Y falz)e ™" = w(z,1).

Ceci montre que le probleme posé admet une solution unique.
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